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Resume. Soit E un Ji3*-triple dont I'ensemble des tripotents in- 
versibles S n'est pas vide. Nous construisons un indice invariant 
par homotopie sur les chemins dans S qui respectent une condi- 
tion de type Predholm par rapport a un tripotent fixe. Get indice 
generalise I'indice de Maslov pour la Fredholm-Lagrangienne d'un 
espace de Hilbert symplectique de dimension infinie defini dans 
|BBF98) . Lorsque E est de dimension finie, nous relions cet indice 
a I'indice triple generalise de |C0Ol[[CleO4j et a I'indice de Souriau 
generalise de |CK07) . 

Abstract. Let E he a. Ji?*-triple whose set of invertible tripo- 
tents S is not empty. We construct a liomotopy invariant index 
for paths in S that satisfie a Predhom type condition with respect 
to a fixed invertible tripotent. This index generalises the Maslov 
index for the Predholm-Lagrangian of an infinite dimensional sym- 
plectic Hilbert space defined in |BBP98j . When E is finite dimen- 
sional we make the connection with the generalised triple index of 
|C0Ol[[CleQ4] and the generalised Souriau index of |CK07| . 



0. Introduction 

Dans son traite theorie des perturbations et methodes asymptotiques, 
V.P. Maslov introduit un indice pour les chemins dans la Lagrangienne 
d'un espace symplectique reel de dimension finie qui intervient dans 
le prolongement de solutions asymptotiques d'equations aux derivees 
partielles. Dans |Arn67| (voir aussi |Arn85| ). Arnold clarifie la definition 
de cet indice. Soit {H, u) un espace symplectique reel de dimension 2n 
et notons A(?t,) sa Lagrangienne. Pour tout A G A(n) et tout 1 < k < n 
posons 

W = {/" ^ I dim ixnX = k}. 

Alors 

l<k<n 

est un cycle de lieu singulier J22<k<n ■^xi''^) ■ existe sur H un produit 
scalaire (., .) et une structure complexe J isometrique tels que 
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On peut alors orienter A\{n) transversalement grace au champ 

d6'|6i=o 

le cote positif etant celui vers lequel f est dirige. L'indice (par rap- 
port a A) d'un chemin 7 dont les extremites ne sont pas dans le cycle est 
par definition l'indice d'intersection de 7 avec ce cycle : si I'ensemble 
des points d'intersection de 7 avec le cycle est fini et contenu dans 
A\{n) et si en chacun de ces points 7 est contindment differentiable 
alors l'indice de Maslov est le nombre de points ou 7 traverse le cycle 
dans le sens positif moins le nombre de points oil 7 traverse le cycle 
dans le sens negatif. Lorsque Ton se restreint aux chemins fermes on 
obtient un element du groupe de cohomologie entiere H^{A{n),Z) qui 
ne depend pas de A. 

Remarquons que I'orthogonal (pour le produit scalaire) d'un lagran- 
gien A est A"*- = JA. Fixons une base orthogonale de A et identifions H 
a C"' muni de la forme hermitienne (., .) = (., .) — iuj{., .) par : 

if ~ A © A^ ~ 

r] (B ^ r] + i^. 

Alors le groupe U{n) des matrices complexes unitaires de taille n agit 
transitivement sur A(n) et le stabilisateur de A s'identifie au sous- 
groupe des matrices reelles 0{n) : 

A{n) ~ U{n)/0{n). 

On peut done definir une application Det^ : A(n) et Arnold 

montre qu'elle induit un isomorphisme des groupes fondamentaux : 

7ri(A(n))~7ri(5i). 

Ainsi on a 

ifi(A(n),Z)^7ri(A(n)) 
et il revient done au meme de se donner un generateur de if^(A(n), Z) 
ou un isomorphisme 7ri(A(ri)) ~ Z. Arnold montre que l'indice de Ma- 
slov coincide avec I'image reciproque par Det^ du generateur standard 
de 7ri(S'^) (le nombre de tours sur 5*^ oriente dans le sens trigonome- 
trique). 

Motive par une justification rigoureuse de la methode de Maslov, Le- 
ray donne une variante de la definition d'Arnold-Maslov (cf. |Ler77| ). 
L'indice apparait comme une fonction sur le double produit du revete- 
ment universel de la Lagrangienne et realise une primitive d'un cocycle 
defini sur les triplets de lagrangiens appele indice d'inertie. Enfin Sou- 
riau, grace a une construction explicite du revetement universel, donne 
une formule explicite pour la fonction de Maslov (cf. |Sou76| ). 

Dans |BBF98j Booss-Bavnbek et Furutani generalisent l'indice de 
Maslov pour la Lagrangienne d'un espace de Hilbert symplectique de 
dimension infinie H. Soit A un lagrangien de H. L'indice est defini 
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pour les chemins dans la Fredholm-Lagrangienne TKx^ c'est-a-dire I'en- 
semble des lagrangiens /i tels que (A, n) est une paire de Fredholm : 

dimAn/i<cxD et dimiJ/(A + /i) < cxd, 

et il realise un isomorphisme entre t{i{J-'K\) et Z. 

Dans une autre direction, Jean-Louis Clerc et Bent 0rsted out mon- 
tre (cf. |C0Oli [C0O31 [CTe04| ) que I'indice triple se generalise naturelle- 



ment a la frontiere de Shilov S d'un domaine borne symetrique de type 
tube V, et qu'il permet de caracteriser les orbites de triplets transverses 
de S sous Taction du groupe des automorphismes holomorphes de V. 
Puis Clerc et Koufany (cf. |CK07| ) ont construit de deux manieres 
differentes une primitive de I'indice triple sur le revetement universel 
de la frontiere de Shilov, I'une generalisant la methode de Souriau et 
I'autre celle d'Arnold-Maslov. A la fin des annees 70, Kaup et Up- 
meier ont developpe la theorie des domaines borne symetriques dans 
les espaces de Banach, le resultat principal etant que la categoric des 
domaines bornes symetriques est equivalente a celle des J-B*-triples. 
Dans cet article nous construisons I'indice de Maslov pour I'ensemble 
des tripotents inversibles d'un J_B*-triple, en adaptant la construction 
de Booss-Bavnbek et Furutani. 

Le paragraphe 2 presente la structure de J-B*-triple et son lien avec 
les domaines bornes symetriques. Dans le paragraphe 3, nous detaillons 
I'identification entre la Lagrangienne d'un espace de Hilbert symplec- 
tique reel HqQ)Hq et I'ensemble des tripotents inversibles du JS*-triple 
Sym{Ho (BiHo). Dans le paragraphe 4 nous introduisons la definition 
d'une paire de Fredholm pour deux unites d'un J_B*-triple, et I'in- 
dice de transversalite d'une telle paire (x, e) et nous etudions comment 
evolue cet indice lorsque Ton perturbe x. Cette etude nous permet de 
construire dans le paragraphe 5 I'indice de Maslov d'un chemin 1 1— > x{t) 
(0 < t < 1) tel que (x(t),e) soit une paire de Fredholm pour tout t. 
Enfin dans le paragraphe 6 on se restreint a la dimension finie pour 
montrer le lien entre cet indice et ceux de Clerc, Koufany et 0rsted. 



Remerciements. Je tiens a remercier K.H. Neeb de m'avoir signaler 
une erreur dans la version precedente de cet article. 

Notations. Si X est un espace topologique, On note C{X) I'algebre des 
fonctions complexes continues sur X. Si E et F sont deux espaces de 
Banach, on note L{E, F) I'espace de Banach des operateurs lineaires 
continus de E dans F muni de la norme d'operateur et on pose L{E) = 
L{E,E). Si B est une algebre de Banach (associative) complexe et 
X G i3, on note sp{B,x) le spectre de x dans B. Lorsque B = L{E) on 
note simplement sp{x) s'il n'y a pas d'ambiguite. 
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1. J5*-TRIPLES ET DOMAINES BORNES SYMETRIQUES 

Un Ji?*-triple est la donnee d'un espace de Banach complexe {E, |.|) 
et d'une application (on note E I'espace conjugue de E) 

Q : E^L(E,E) 

quadratique et continue, telle que si Ton note 

1 

{x, y, z) = L{x, y)z = -{Q{x + y) - Q{x) - Q{y))z 

le systeme triple associe on ait Videntite triple de Jordan : 
{m, V, {x, y, z}} = {{u, V, x}, y, z} - {x, {v, u, y}, z} + {x, y, {u, v, z}} 
et les proprietes suivantes pour tout x de E : 

(1) L{x,x) est un operateur hermitien positif, 

(2) \{x, x,x}\ = \xf. 

Une algebre de Jordan Banach est un espace de Banach {E, |.|) muni 
d'un produit commutatif x o y tel que 

(1) \xoy\< \x\ \y\ , 

(2) X o (x^ o y) = o (x o , Vx, y E E. 

Supposons E complexe et muni d'une involution antilineaire *. Alors 

{x, y,z} = xo{y*oz)+zo {y* o x) — {x o z) oy* 

verifie I'identite triple de Jordan et E est appelee une Ji?*-algebre si 
Ton a 

|{x, X, x}| = |x|^ , Vx G -E. 

Si E possede un neutre, c'est alors un Ji?*-triple. Une algebre de Jordan 
Banach reelle A est appelee Ji?-algebre si Ton a 

(1) Ix^l = |x|', 

(2) |x^| < Ix^ + , Vx,?/ G A. 

La partie reelle d'une J-B*-algebre est une J-B-algebre et reciproque- 
ment, etant donnee une J-B-algebre A, il existe sur E = A ® €, une 
unique norme prolongeant celle de A et qui fait de E (muni du produit 
etendu par linearite) une J5*-algebre (cf |Wri77| ). 

Si E est une C*-algebre de produit xy alors E muni du produit de 
Jordan 

xoy = -(xy + yx) 

devient une J-B*-algebre. Une JS*-algebre qui est isomorphe a une sous 
J-B*-algebre (ie. un sous-espace ferme stable par le produit de Jordan) 
d'une C*-algebre est dite speciale. 

Un ouvert connexe et borne V d'un espace de Banach E est appele 
domaine borne symetrique si a chacun de ses points on pent asso- 
cier un automorphisme holomorphe involutif de V dont il est un point 
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fixe isole. Un tel domaine est homogene sous son groupe d'automor- 
phismes et biholomorphiquement equivalent a un domaine borne cercle 
(ie. contenant I'origine et invariant sous Paction des nombres complexes 
de module 1) et etoile par rapport a I'origine [Vig76| . Une telle realisa- 
tion est unique a isomorphisme lineaire pres (car un biholomorphisme 
d'un domaine cercle conservant I'origine est lineaire). L'ensemble des 
champs de vecteurs complets sur V est une algebre de Lie Banach et 
le groupe des biholomorphismes de V pent etre muni d'une structure 
de groupe de Lie Banach reelle dont I'algebre de Lie s'y identifie (cf. 
Vig76 , Upm76 , Upm85| ). Lorsque T> est realise comme domaine cercle 



cette algebre de Lie que Ton notera q se decompose suivant les espaces 
propres de Paction de la symetrie a I'origine : 

= ^©P 

de sorte que i est constitue de champs lineaires et que I'application 

X ^ X(0) 

est un isomorphisme de Banach. De plus il existe une application 
Q : E ^ L{E, E) quadratique et continue telle que pour tout v E E 
Punique champ de p tel que Xy{0) = v s'ecrive 

Xy{z) = v - Q{z)v. 

Cette application fait de E un Ji?*-triple dont la boule unite coincide 
avec V. Reciproquement la boule unite d'un Ji?*-triple est un domaine 
borne symetrique (cf. |Kau77l rKau83| ). 

Un element x d'un J-B*-triple E est dit inversible si Q{x) Pest. On 
note 

X* = Q{x)~^x. 

On appelle tripotent tout element tel que Q{x)x = x et on note S 
l'ensemble des tripotents inversibles de E. C'est une sous-variete bana- 
chique de i?. Si e G S alors le produit 

xoy:= L{x)y := {x,e,y} 

et I'involution Q{e) font de E une Ji?*-algebre de neutre e que I'on 
notera E^*^^ et le systeme triple associe a E^^^ est bien celui de E. Pour 
cette raison on appelle parfois S l'ensemble des unites de E. On notera 
A(e) la partie reelle de E^^^ et 

P{x) = Q{x)Q{e) 

la representation quadratique. Un element x dans E est done inversible 
si et seulement si P{x) Pest et on definit son inverse dans E^^^ par 

x^^ = P{xY^x = Q{e)x*. 

Notons X* = Q{e)x. Alors 

j: = {x eE\x* = x-^}. 
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La notion d'inversibilite dans une algebre de Jordan que nous avons 
introduite est due a N. Jacobson, qui a montre qu'elle est equivalente 
a la definition classique : x est inversible si et seulement si il existe un 
element y tel que xoy = eetx'^oy = x, auquel cas y est unique et est 
appele I'inverse de x (si E est une algebre de Jordan speciale, alors ces 
deux proprietes sont equivalentes a xy = yx = 1, cf. |Jac68l p. 51]). 

L'operateur de Bergman de E est par defini par 

Bix, y) := Id - 2L{x, y) + Q{x)Q{y). 

Le couple (x, y) est dit transverse lorsque B{x, y) est inversible. Lorsque 
1/ = e G S, on a -B(x, e) = Q{x — e)Q(e) = P{x — e). Done le couple 
(x, e) est transverse si et seulement si il est inversible. 

Le spectre de x dans E'^^\ note Sp{x^e), est I'ensemble des nombres 
complexes A tels que \e — x n'est pas inversible. Alors d'apres un theo- 
reme de J. Martinez Moreno (cf. |MM8n| et |Kau83) ) : 



sp{L{x)) C ]^{Sp{x, e) + Sp{x, e)), 

et 

sp{P{x)) C Sp{x,e)Sp{x,e). 

On appelle tripotent regulier un tripotent x tel que kerL(x, x) = 
et on note S leur ensemble. Lorsque la dimension de E est finie (la 
theorie devient celle des systemes triples de Jordan hermitiens positifs 
cf. |Loo77j ). si E est non vide alors T, = S (car S est homogene sous 
le groupe des automorphismes du systeme triple). En dimension infinie 
ce n'est plus le cas, mais S s'identifie toujours a la frontiere extremale 
(au sens de la convexite) de V, et E est une reunion de composantes 
connexes de S (cf. [IOTTTI [BKU78] ). 

2. La Lagrangienne comme frontiere de Shilov de Sym{H) 

Soit (if, (-,■)) un espace de Hilbert complexe (separable). Le pro- 
duit hilbertien (-, ■) est antilineaire par rapport a la seconde variable. 
Soit r une involution (ie. une application C-antilineaire involutive) iso- 
metrique de H. On note Sym(ii) I'espace de Banach des operateurs 
symetriques pour la forme bilineaire symetrique 

(-,■) = (■,t(-)). 

Pour z G L(/f), on pose 

1 = T O Z O T. 

L'espace de Banach Sym(/f) muni du produit triple 

{x,y,z} = ^{xyz + zyx) 

est un JB* -triple. En effet, c'est un sous-systeme triple de Jordan 
ferme de L(if) et on pent done appliquer |Upm85[ 20.9]. 
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Soit z G Sym(if). On voit facilement que la notion d'inversibi- 
lite coincide avec celle des operateurs (en effet, si x est inversible 
comme operateur alors Q{x) Test, et si Q{x) est inversible, alors id = 
xiClix)"^ \6)x et done x est inversible), et que, puisque, 

XX — Si^^ XX — id, 

les tripotents maximaux sont inversibles : 

E = ,5 = {x e Sym(//) I XX = id}. 

L'operateur de Bergman s'ecrit 

B{x^ y)z = z — {xyz + zyx) + xyzyx 

= {1- xy)z{l-yx), 

et lorsque x et y sont dans E on a 

B{x,y)z = Q{y - x)Q(y)z = (1 - xy-^)z{l - y~^x), 

et le couple (x, y) est transverse si et seulement ?a y — x est inversible. 

Considerons la structure de JS*-algebre sur Sym(i7) definie par le 
tripotent inversible id. Le produit s'ecrit 

xoy = ]^{xy + yx) 

et I'involution 

* — 
X — X. 

Soit Hq — ker(T — id) la forme reelle de H associee a r. Alors la partie 
autoajointe de la J5*-algebre Sym(if) s'identifie a I'espace Sym(i7o) 
des operateur symetriques de Hq (qui est done ime JB-algebre). 

Introduisons maintenant un pen de vocabulaire et quelques nota- 
tions. Soit (7Y, (■, ■)) un espace de Hilbert reel on complexe. Une forme 
bilineaire antisymetrique u continue et fortement non-degeneree (ie. 
telle que I'application Ti Ti' , ^ ^ ^('jO est bijective) est appe- 
lee forme symplectique. Supposons Ti, muni d'une telle forme. On dit 
alors que 7i est un espace de Hilbert symplectique. Pour un sous-espace 
F a TC, on note F° I'orthogonal de F pour cu, alors que Ton note F-*- 
I'orthogonal pour la structure Hilbertienne. Un lagrangien de H est 
un sous-espace A tel que A° = A. Un lagrangien est automatiquement 
ferme (car {F°)° = F pour tout sous espace F). On appelle Lagran- 
gienne I'ensemble des lagrangiens de 7i, et on la note A(7i). 

On pose H = H®H = {rj®^ I ^ H}. C'est un espace de Hilbert 
pour la forme hermitienne 

et on muni HI d'une structure symplectique (complexe) en posant 
L'involution r s'etend a H en posant 

T(77eO =T(77)eT(0. 
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Alors Mq = Hq (B Hq est la forme reelle de EI asociee a r, et puisque la 
forme symplectique verifie 

cuirir] © 0, © ^0) = © V © f), 

on peut la restreindre a Hq en une forme symplectique reelle. Xous al- 
lons montrer comment I'ensemble S s'identifie a la lagrangienne A(E[o) 
de Ho. 

Commengons par envoyer Sym(iJ) dans A(E[). 
Notons Hi = H (B et H2 = Q) H , 111 et 7i2 ^es projections sur Hi 
(resp. H2) parallelement a H2 (resp. Hi). Si x G L(i7) alors 

G{x) :={a:e©eUei^} 

est un sous-espace ferme de H. II est de plus transverse a Hi (ie. G{x) © 
Hi — H) car ^ © ?7 = ^' © {x^' + rj') , ^, rj, rj' E H se resout de maniere 
unique en ^ — C'^ v' — V ~ ^C- Reciproquement, soit F un sous-espace 
ferme et transverse a Hi et tt : F H2 \a restriction de 7r2 a F. 
L'application vr est bijective parce que F est transverse et comme Hi 
est un supplementaire ferme tt est continue et done d'apres le tlieoreme 
de Banach elle est bicontinue. Alors ttiott"^ e L(if) et G(7ri07r~^) = F. 
Remarquons que Hi et H2 sont dans A(HI). Si x G L(iJ) on note ^x 
le transpose de x par rapport a (.,.). Alors G{^x) = G{x)°. En effet 
I'inclusion G{^x) C G{x)° est clair et si il n'y avait pas egalite on aurait 
^(2;)° n H2 7^ {0} ce qui impliquerait HiH H2 7^ {0}. L'application G 
induit done une bijection entre Sym(if) et les lagrangiens transverses 
a Hi. 

Posons J{ri © ^) = {—^) © f}. Alors <^(-, •) = (</•,•) et pour tout 
A G A(H), = Jr(A). 

Pour caracteriser I'image de E par l'application G introduisons la 
forme hermitienne 

Proposition 2.1. Soit A un lagrangien sur lequel h est une forme 
positive. Alors A est transverse a Hi. 

Demonstration. Soit A un lagrangien sur lequel h est une forme posi- 
tive. Si 77 ® G A alors 

M?7® 0,77©0) = -{V:V) > 

done 77 = et A n i?i = {0}. Comme 

(A + Hi)^ = A^ n Hi^ = Jt(A) n Jr(Hi) = Jt(A n Hi) = {0}, 

il suffit de montrer que X + Hi est ferme. Soit {Cn)n une suite de X + Hi 
qui converge vers C ^ H. Pour tout entier n, Cn = + Vn + Vn ^^^^ 
G H2, Tin,ri'^ G Hi et C,n + Tjn G A. ^„ cst la projcctiou orthogonale 
de (n sur H2 et converge done vers la projection orthogonale ^ de 
sur H2. D'autre part, h{Cn + Vn, Cn + Vn) = (Cn, Cn) - {Vn, Vn) > done 
(Vn)'N est bornee et on peut extraire une suite, toujours notee {r]n)f^, qui 



L'INDICE DE MASLOV 



9 



converge faiblement vers t]. Mais Hi est ferme pour la topologie forte 
et convexe done ferme pour la topologie faible et done r] & Hi. Comme 
+ Vn converge faiblement vers ^ + r] et que rj'^ converge faiblement 
vers T]' = ( — C^—T] , on en deduit de meme que (,+1] ^ \ et rj' ^ Hi. Par 
unicite de la limite on obtient la decomposition C = C + ^ + ^' Qui nous 
permet de conclure que ( E X + Hi. Finalement, A est bien transverse 
a Hi. □ 

Alors h s'annule sur A = G{x) si et seulement si pour tout ^ G if, 
{x^,x^) = (^,^), ie. si et seulement si ((1 — x*x)^,^) = ce qui equi- 
vaut par polarisation a x*x = 1. En resume, 

Sjm{H) ^ A(e) 

S {A G A(e) I hixxx = 0}. 
On definit la transformee de Cayley sur EI par 

On a 

uj{C-,C-) = uj{-,-) et ih{-,-) =ujiC-,TiC-)). 

Done C conserve les lagrangiens de H, et les lagrangiens sur lesquels h 
s'annule sont transformes en les lagrangiens stables par r. II ne reste 
plus qu'a identifier I'ensemble des lagrangiens stables par r et A(EIo). 

Si Fq est un sous-espace de Hq, alors Fq © iFo est un sous-espace 
complexe de H stable par r . Reciproquement, si F est un sous-espace 
de H stable par r, alors F = F n Hq © F n fflo = F n Hq © i(F n Hq). 
De plus il est clair que si Fq est un lagrangien reel, alors Fo©iFo est un 
lagrangien complexe et que si F est un lagrangien complexe, alors F fl 
Ho est un lagrangien reel. On a done une bijection entre la Lagrangienne 
reelle et I'ensemble A(E[)'^ des lagrangiens complexes stables par r. 
Finalement on a bien une bijection entre E et la Lagrangienne reelle : 

S ^ {A G A(e) I /ii.x, = 0} ^ A(H)- ~ A(Ho). 

La Lagrangienne A(EIo) est munie d'une structure de variete bana- 
chique (cf. |Fur04| ). La bijection que nous avons decrite est alors un 
diffeomorphisme. Nous n'ecrivons pas les details. 

Reciproquement, partons maintenant d'un espace de Hilbert sym- 
plectique reel (Hq, cu, (■, ■)). On pent supposer, quitte a remplacer le 
produit scalaire par un autre definissant une norme equivalente, que la 
forme symplectique et le produit scalaire sont compatibles, c'est-a-dire 
qu'ils sont lies par la relation 

ou J est a la fois un operateur orthogonal et une structure complexe 
(cf. |Fur04l Appendix D]). Soit Hq G A(EIo). Alors Hq est ferme et 
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Hq = JHq. Suivant la decomposition Hq = i^o © JHq ^ Hq Q) Hq, 

et on pent etendre et (■, ■) a EI = Hq ® C et poser H = Hq ® iHq 
pour se retrouver dans la situation du paragraphe precedent. 

La notion de paire de Fredholm est essentielle dans la definition de 
I'indice de Maslov en dimension infinie. La paire de lagrangiens (A, /i) G 
A(EIo)^ est appelee paire de Fredholm si 

dimAn/i<oo et dimE[o/(A + /i) < oo. 

La Fredholm-Lagrangienne relativement a A est alors 

JFAa = {ji E A(EIo) I (/i, A) est une paire de Fredholm}. 

L'indice de Maslov relativement a A est defini pour les chemins (conti- 
nus) dans la Fredholm-Lagrangienne relativement a A (cf. |BBF98l 
IFur04| ). Nous voulons maintenant traduire cette notion dans la rea- 
lisation de la Lagrangienne comme ensemble des tripotents inversibles 
de Sym(if). Soient x et y deux operateurs de H, et G{x) et G{y) leurs 
graphes dans H. Alors 

ker(2/-x) = 7r2(G(x)nG(y)), 

et 

H/ ker{y - x) - G{x)/G{x) f] G{y) 

D' autre part, 

G{x) + G{y) = {xe © e + y^' © I r e H} 

= {{xC + {y-x)C)(BC\C,CeH} 

= G{x) + {{y-x)H®0). 

En considerant I'application 

m^Hi^ Hi/{{y - x)H © 0) 

^ © ?7 (r/ - a;0 © ^ - O © 0) + {{y - x)H © 0) 

on obtient I'isomorphisme 

U/G{x) + ^(y) ~ - x)H. 

Supposons maintenant que x et y sont dans S, et soient A et /i les la- 
grangiens associees. Comme G et I'application qui a un lagrangiens reel 
associe le lagrangien complexe qu'il engendre, respectent I'intersection 
et la somme, on en deduit que A et /x forment une paire transverse (ie. 
A © /X = Ho) si et seulement si y — x est inversible, ie. si et seulement si 
{x, y) est transverse, et forment une paire de Fredholm si et seulement 
siy — x est un operateur de Fredholm sur H. De plus, 712 etant injective 
sur G{x) n G{y), on a 

dime ker(?/ — x) = dim A fl /x. 
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On peut considerer Hq comme un espace de Hilbert complexe grace 
a la la structure presque complexe J et au produit hilbertien 

(■,-),= (-)-^^(-,-)- 

On note alors [/(Ho, J) le groupe des operateur unitaires. Puisque 
uj{-, ■) = (J-, •), on voit que U{M.q, J) agit sur A(]H[o). Cette action est 
de plus transitive. En effet, soient X et /i deux lagrangiens. Soit (e„)„gN 
une base hilbertienne reelle de Hq. Alors comme EIq = AqA"*- = A© JA, 
{('n)neN est une base hilbertienne complexe de EIq. De meme une base 
hilbertienne reelle {e'^)nQ^ de est une base hilbertienne complexe de 
Hq. On salt qu'il existe un operateur unitaire envoyant la base (e„)„£N 
sur la base (e'^)n^^, et un tel operateur envoie A sur //. 

Nous voulons maintenant transporter Taction de UiMo, J) en une 
action d'un groupe (a caracteriser) sur S. Soit U G U(Mo,J). Notons 
Uc I'extension C-lineaire de U a H. Alors Uc agit sur A(EI), et preserve 
A(E.y. Pour tout a, b,c,d & Hq, un calcul montre que 

C-'^UcC{{a + ih) © (c + id)) = {a' - ib') © (c" + id"), 

ou a',b', c", d" G Hq sont definis par 

a' ®b' = U{a®{-b)) et d' ® d" = U{c® d). 

Remarquons que C~^UcC laisse Hi = H (B et H2 = (B H stables et 
notons 

u^{C-'UcC)^H, et V ^ {C-'UcC)^H,. 
On considere u et v comme des operateurs sur H. Ce sont des ope- 
rateurs unitaires de H car C~^UcC est unitaire. Soit x G Sym(if). 
Alors 

C-^UcC{G{x)) = G{uxv-^). 
Montrons que v^^ = \i. II suffit de montrer que pour tout a, 6 G Hq, 
{u{a + ib),v{a + ib)) = {a + ib, a + ib), 

done que 

(a' - ib', a" + ib") = {a + ib,a + ib), 

ou encore, en developpant (le produit hermitiens et la forme bilineaire 
coincidant sur Hq), que 

(a', a") + {b', b") + i{{a', b") - {b', a")) = {a, a) - {b, b) + 2i {a, b) . 

Mais comme U G U{Uq, J), 

{U{a® {-b)),U{a®b))j = (a © {-b),a®b)j, 

done 

{a' © b', a" © b")j = (a © (-6), a®b)j, 

ce qui donne la relation voulue. En resume, Faction de [/(Hq, J) sur 
A(HIo) se transporte en une action (transitive) du groupe unitaire U{H) 
sur E (on peut en effet montrer que Ton obtient bien tout U{H)), et 
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cette action est la restriction de Taction de U{H) sur Sjm{H) definie 
par 

U{H) X Sym{H) Sym(i7), {u, z) ^ uz'u. 

Remarquons pour conclure que U{H) agit par automorphismes du sys- 
teme triple de Jordan Sym(if). 

3. Les paires de Fredholm et l'indice de transversalite 

Dans cette partie on considere un Ji?*-triple E tel que S n'est pas 
vide. Soit e G S. Les notations sont celles du paragraphes 2. Soit x E T, 
et soit C*{x,e) la sous-algebre fermee de E^"^^ engendree par e, x et 
X* = Q{e)x. 

Proposition 3.1. Soient {x,e) G S^. Alors 

(i) C*{x,e) est associative et c'est done une C* -algehre commutative. 

(ii) Le spectre Ux,e de x dans C*(x, e) est contenu dans le cercle unite, 
et c 'est aussi le spectre de x dans E^^"* . 

(Hi) La paire (a;, e) est transverse, ie. B{x,e) est inversible, si et seule- 
ment si 1 ^ Ux,e- 

Demonstration. Dans E'^^\ x* = x~^. Or on a [L(x), L{x^^)] = (cf. 
|Upm85[ 19.26]) et done C*{x,e) est fortement associative, en particu- 



lier associative. Le systeme triple C*{x,e) est done lui aussi associatif 
et Ton a (cf. |Upm85[ 20.32]), pour tout u,v E C*(x, e), j-u o t)| < \u\ \v\. 



On ecrit alors comme dans |Upm85[ 20.33], pour z E C 



uc, e 



= z, 2;}| = \z o (^z* o z)\ < \z\ \z* o z\ < \zf \z*\ = \zf . 

Done C*{x,e) est une C*-algebre. Comme x est unitaire dans cette 
C*-algebre, son spectre est contenu dans le cercle unite. Or C*{x,e) 
est contenue dans une sous-algebre fortement associative maximale (et 
fermee) de E^'^\ et le spectre de x dans cette sous-algebre est egal 
au spectre de x dans C*(x, e), puisque celui-ci est egal a sa frontiere. 
Mais cette sous-algebre fortement associative maximale est pleine dans 
I'algebre de Jordan E^^^ (ie. ses elements y sont inversible si et seule- 
ment si ils sont inversibles dans E^'^\ cf. |Hes96l IMM77| ). et done le 
spectre de x dans C*(x,e) est egal au spectre de x dans E^^\ La der- 
niere assertion decoule immediatement de la precedente et du fait que 
B{x,e) = Q{x-e)Q{e) = P{x-e). □ 

Puisque C*{x,e) est engendree (comme C*-algebre) par x et e, on a 
I'isomorphisme de Gelf'and : 

gx,e :C*{x,e)^C{Ux,e), 

y^y, 

qui a I'element x associe la fonction x(/i) = /x. 
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Proposition 3.2. Soit (x, e) G T? . On a 



Demonstration. Cela resulte du fait que Q{e — Xx) est inversible si et 
seulement si Q{x — X~^e) Test. □ 

Supposons maintenant que 1 ^ Ux,e ou bien que 1 est isole dans Ux,e- 
Alors la fonction caracteristique X{i} de {1} est continue sur Ux,e- On 
note alors 

p = p{x,e) = Gx,e~\X{l}) 

le projecteur associe a 1, et 

Ap{e) = {p,A{e),p}. 

On dit que 1 est de multiplicite finie si Ap{e) est une J-B-algebre de 
rang finie, ie. 

Ap{e) =Ai®---®Ag 

ou chaque Aj est une algebre de Jordan euclidienne simple (cf. |FK94| ) 
ou un facteur spin (ie. la Ji?-algebre, de rang 2, if © M ou est un 
espace de Hilbert), le rang de Ap{e) etant alors par definition 

rang Ap(e) = rang (Ai) H h rang (Ag). 

Definition 3.3. Soit (x, e) G S. On dit que (x, e) est une paire de 
Fredholm lorsque (x, e) est transverse, ou lorsque 1 est isole dans Ux,e, 
et est de multiplicite finie. 

On definit alors I'indice de transversalite de la paire de Fredholm comme 
le rang de Ap(e), 

/i(x, e) =rangy4p(e). 

Lorsque 1 est isole mais que Ap{e) n'est pas de rang fini, on pose 
/i(x, e) = oo. 

Exemple 3.4. Considerons le Ji?*-triple E = Sym(if). Les notations 
sont celles du paragraphe precedent. En particuliers r designe I'involu- 
tion de H et Hq la forme reelle associee. Soit (x, e) G S^. Alors xe~^ est 
unitaire, done normal. Soit C*(xe~^) la sous-algebre fermee de L(ii) 
engendree par id, xe~^, et (xe~^)* = ex~^. Alors la multiplication a 
droite par e est un isomorphisme de C*(xe~^) sur C*(x, e) (qui envoie 
id sur e et xe~^ sur x). Supposons que 1 est isole dans Ux^e- Notons p le 
projecteur associe a 1 dans C*(x,e) et p' = pe~^ le projecteur associe 
a 1 dans C*{xe~^). L'operateur p' est une projection au sens usuel, et 
Ton a 

ker(id— xe^^) =p'H. 

Nous avons vu au chapitre precedent que Taction du groupe unitaire 
U{H) sur E par automorphismes du systeme triple E (definie par z ^— 
vz\)) est transitive. En particuliers, il existe u G U{H) tel que e = uki. 
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Alors A{e) (la partie autoadjointe de E pour I'involution definie par e) 
est isomorphe a Sym(iJo) '■ 

A{e) - A{uid'u) = 'u^(id)^ ~ ^(id) ~ Sym{Ho). 

Soit p" = u~^p\i~^ . C'est un projecteur de Sym(ifo), ie. une projection 
de H laissant Hq stable. De plus 

V(id) =/Syin(i/o)p" ^ Sym(/i/o), 

comme on pent le voir en ecrivant la "matrice" d'un operateur z E 
Sym(ifo) relativement a la decomposition Hq — p"Hq ® (1 — p")Hq, et 
done 

Ap{e)^Sym{p"Ho). 

Ainsi Ap{e) est de rang fini si et seulement si p"Ho est de dimension 
finie. De plus 

ker(id -xe-^) = pe'^H ^ pH ^ pSi'^H = up"H, 

done 

dimker(id —xe"^) — dimcp"i? = djni^p" Hq, 
et lorsque I'un des deux membres est fini, 

dimker(e — x) = v&n.gAp[e). 
Montrons que dans ce cas, x — e est un operateur de Fredholm. Puisque 
(id— xe""*^)* = id— ex~^ — {x — e)x~^ — [xe"^ — id)ex~^, 

on a 

codimim(id — xe~^) = dimker(id — xe"^), 

et il reste a montrer que id— xe^^ est d'image fermee. Grace a I'iso- 
morphisme de Gelf'and on voit que (1 — {xe~^ ~ P')) ^st inversible, et 
Ton a 

id-p' = (id -xe-^){l - {xe~^-p'))-\ 

Done 

im(id —xe~^) — im(id —p') — kerp' 

est bien ferme. Reciproquement, si x — e est un operateur de Fredholm, 
c'est aussi le cas de id— xe"^. Mais lorsque est isole dans la frontiere 
du spectre d'un operateur de Fredholm, il est en fait isole. II en resulte 
que 1 est isole dans ^4,6- 

Revenons au cas general. 

Proposition 3.5. Soit {x,e) G E^. Alors 1 est isole dans Ux,e si et 
seulement si est isole dans B{x,e). 
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Demonstration. Posons U = U^^e = Sp{x,e). Dans I'algebre de Jordan 
unitaire on a B{x,e) = P{x — e), et le theoreme de J. Martinez 
Moreno, 

sp{P(x-e)) C (1 -[/)(!-[/). 

Done si 1 est isole dans U, alors est isole dans sp{B{x,e)). 
Pour etablir la reciproque, on montre que 

{(1 - A)' I A e [/} C sp{P{x-e)). 

Commengons par monter que 

{{l-Xf\XeU}Gd,,t{l-U){l-U), 

ou dextK est la frontiere de la composante connexe non bornee du 
complementaire du compact K. Tout element 1 — A e 1 — U s'ecrit de 
maniere unique 2 cos ^e*"2 avec — tt < © < tt, et alors 

(l-A)2 = 4cos2|e^®. 

Soient 2cos|e'^ et 2cos(© — |)e*(®~^^ dans 1 — U : leur produit vaut 

4 cos ^ cos(0 - ^)e^® = 2( cos© + cos(© - 9))e'^. 

Or la fonction Q i— > cos© + cos(© — ff) est maximale pour © = ^. La 
demi-droite ]4 cos^ ^, +oo[e*® est done entierement eontenue dans le 
complementaire de (1 — C/)(l — C/), et cela implique notre assertion. 
Considerons 

= {T e l.{E) I TC*{x, e) C C*{x, e)}. 

C'est une sous-algebre fermee de L(£') qui contient P{x — e). Le spectre 
de P{x — e) dans B est constitue de sp{P{x — e)) et, eventuellement, 
de certains de ses trous (ie. les composantes connexes bornees de son 
complementaire). De plus, en considerant le morphisme 

B L{C*{x, e)), T ^ Tic*{x,e), 

on a, puisque sp{P{x — e)\c*{x 

_^)) = {(1 _ A)' I A e [/}, I'inclusion 
{(1 - A)' I A e [/} C sp{P{x -e),B). 
II resulte alors de 

{{l-Xf\XeU}cdext{l-U){l-U) 

que 

{(1 -Xf\XeU}c dsp{P(x -e),B). 
Comme dsp{P{x — e),B) C dsp{P{x — e)), il vient 

{(1 -Xf \XeU}c dsp{P{x - e)). 

Et done si 1 e [/ n'est pas isole, alors e sp{P{x — e)) n'est pas 
isole. □ 
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On note Sg le composante connexe de S contenant e, et J-T^e, I'en- 
semble des a; G S tels que (x, e) est une paire de Fredholm. 

Proposition 3.6. Soit Ee \a composante connexe de E contenant e. 
Alors 

•>^Eg C Eg. 

Demonstration. Soit a; e .FEg. Alors JTr^g n'est pas U tout entier, 
puisque soit 1 n'y est pas, soit 1 y est mais est isole, et on pent done 
definir log a; G C*{x,e), log etant une determination adequate du loga- 
rithme. Alors P(cxp (| loga;))e = x et done on a bien a; G Eg. □ 

Considerons {x, e) G E^ et soit e*^ G U. On a f4,e'«e = ^^^^Ux.e, et 
done si e*^ est isole dans U^^e, alors 1 est isole dans t^^giSg, et on pent 
definir p(a;, e*^e) et /^(a;, e*^e). 

Un sous-ensemble a de Ux,e est dit spectral lorsque il est a la fois 
ouvert et ferme. Cela revient a dire que la fonction caracteristique Xa 
est continue. 

Lemme 3.7. Soient {x, e) E T^'^ et a un sous-ensemble spectral de Ux,e- 
Si p = ^(^^g)(Xcr) o,lors P{p)x et p sont deux unites de P{p)E et on a 
les 'proprietes suivantes : 

(i) P{p)C*{x,e) = C*{P{p)x,p) C C*{x,e), 

(a) Up(p)^^p = a. 

Demonstration. Comme P{p)E est un sous systeme triple de E, il est 
clair que p et P{p) sont des tripotents de P{p)E. Pour voir que P{p)x y 
est inversible, on montre que P{p)x~^ est I'inverse de P{p)x dans I'al- 
gebre de Jordan P{p)E^^\ Mais en calculant dans C(Ux,e) on voit fa- 
cilement que {P{p)x,p,P{p)x''^} — p ei que {{P{p)xY,p,P{p)x~^} — 
P{p)x. 

(1) Puisque p G C*{x, e), on a 

P{p)x'^ = pxxp = pxxp^ = pxpxp = pxppxp = {P{p)x)^. 

(2) Si A ^ Up{p)x,p alors il existe z G C*{P{p)x,p) tel que 

{\p — P{p)x)z = p. 

Soit g{ii) = (1 - X(t(/^))(A - pour G Up(p)x,p- Alors 

g{x){\e — x) = e — p. 

Grace a (1), {Xe—x)z — {Xe—x)P{p)z — {Xe—x)pzp — {Xp—P{p)x)z — 
p et 

{g{x) + z){Xe — x) = e— p + p — e. 

Done A ^ Ux^e- Reciproquement, si A ^ cr soit h{ii) — Xait^)i^ ~ lA~^ 
pour // G Ux,e- Alors h{x){Xe — x) — p done 

P{p)h{x){Xp — P{p)x) — ph{x)p{{Xp — pxp) — ph{x){Xe — x)p — p. 

□ 
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Pour < £ < TT on note 

Ae = {e*^ I < 1^1 < e}. 

Lemme 3.8 (Perturbation de I'indice de transversalite). Soit (x, e) 
une paire de Fredholm. II existe < e < tc tel que 1 est la seule valeur 
spectrale de x dans A^. II existe un voisinage V de x tel que pour tout 
tripotent inversible y E V, le spectre de y dans A^ est fini et ne contient 
pas e^*^, et 

f^{x,e) = ^/i(?/,e'^e). 

Demonstration. Puisque 1 est isole (ou n'est pas) dans Ux,e, soit < 
£ < vr tel que Ux,e H = 0. Dans une algebre de Jordan Banach, I'en- 
semble des elements inversibles est ouvert, done il existe un voisinage 
V de X tel que 

Vy e V y — e^*^e est inversible. 

Alors si y est une unite dans V, as = As H Uy^e est un sous-ensemble 
spectral et on pent done definir q{y,e,as) = ^j^KXcrJ- Alors (cf. par 
exemple |DS88l IX, lemma 13]) 

p{x,e)= I ^{Xe-xy^dX, 

J\X-l\=s ^^TT 

et 

(l{y,e,(Ts) = I ^{Xe-yy^dX, 

J\X-.l\=e ^^TT 

ce qui montre, I'inversion etant continue, que si y est suffisamment 
proche de x, alors q{y, e, as) Test suffisamment de p{x, e). Or si p est un 
idempotent d'une Ji?-algebre A, tout idempotent q dans un voisinage 
de p pent s'ecrire 

q = exp k^{p) 

oil V G Ai{p) et exp est un automorphisme de A (cf. |CIOO| ). Quitte 
a restreindre V, on a done, en faisant p = p{x, e) et q = q{y, e, a^) : 
pour tout y dans V, Aq{e) est isomorphe a Ap{e). En particulier, si 
Ap{e) est de rang fini alors Aq{e) aussi et les rangs sont egaux. De 
plus, dans ce cas, d'apres le lemme precedent, I'ensemble as est fini. 
Supposons as = {e*^% . . . ,e*^'} et soit qj = Gy),{e.^^^), alors en faisant 
le calcul dans C{Uy^e), on voit que les qj sont des idempotents deux a 
deux orthogonaux tels que 

q = qi + ■ ■ ■ + qi, 

et done rang(g) = rang(gi) + ■ ■ ■ + rang(g/). □ 
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4. L'INDICE DE MASLOV 

On considere dans cette partie un chemin continu x : [0, 1] — > S tel 
que pour tout t G [0, 1], (x(t),e) soit une paire de Fredholm. En parti- 
culier, pour tout t, 1 est une valeur propre isolee de multiplicite finie de 
x(t) par rapport a e. Les resultats suivant generalisent ceux de |Fur04| 
et grace a la partie precedente les demonstrations sont semblables et 
parfois laissees au lecteur. 

Lemme 4.1. // existe une subdivision to = < ti < ■ ■ ■ < tN = ^ et 

des reels Sj G ]0, 7r[, j = 1 . . . tels que Vt G [tj-i, tj] 

fj,{x{t), e, ±ej) = 0, 

et 

Sp{x{t), e) n As J consiste en un nombre fini de valeurs 
propres isolees de multiplicites finies. 

Demonstration. La demonstration se copie sur celle de |Fur04l lemma 
3.1] en utilisant le lemme IXSl On I'applique a chaque {x{t),e) pour 
t G [0, 1] et on obtient des voisinages Vt et des et- On extrait un recou- 
vrement fini de [0, 1] : 

[O = So,So + 5cJ"[, . . . - (5r,Si + . . . ,]sAr_i -S^_^,Sn-1 = l] 

et on pose 

to = Sq = 0, ti = So + 6q , . . . , t^-l = Sn_2 + ^7V-2' = ■^Af-l = 1 

et 

□ 

On dira qu'une telle subdivision to = < ti < ■ ■ ■ < tjy = 1 est 
admissible pour les e^ , j = 1, . . . , A^. Posons 

k{t,ej) = fi{x(t),e,9) pour tj_i < t < tj. 

0<6'<£j 

Lemme 4.2. Soit to = < ti < ■ ■ ■ < t^ = 1 une subdivision admis- 
sible pour les Ej, j = 1, . . . , N et les e'j, j = 1, . . . , N. Alors pour tout 
1<J<N, 

^itj,€j) — k{tj^i,ej) = k{tj,ej) — k{tj^i,ej) 
Demonstration. Supposons que Ej > Ej. Alors 

k(t,Ej) — k(t,£j) = fi{x(t),e,6). 

e,<e<e, 

Mais si 7 est le cercle de diametre [e*^^, e"^^], Pt = ^ I-yi^^ ~ 

x(t))~^d\ alors J2ej<e<ej l^i^i^)'^^^^) ~ ^^^siPt)- Mais t ^ pt est 
continue done le rang de pt est constant. □ 
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Proposition-Definition 4.3. La quantite 

N 

Mas{x{t),e) = ^{k{tj,ej) - k{tj_i,ej)) 
i=i 

ne depend ni des tj, ni des Sj, pourvu que la subdivision Iq, . . . ,1^ soit 
admissible pour les Sj. On I'appelle I'indice de Maslov du chemin x{t) 
par rapport au point e. 

Demonstration. La demonstration utilise le lemme precedent comme 
dans |Fur04l Proposition 3.3]. □ 

Theoreme 4.4. L'indice de Maslov (par rapport a un point fixe) est 
additif pour la concatenation des chemins et invariant par homotopie. 

Le Lemme [33] permet encore une fois d'adapter la demonstration de 
|Fur04l Theorem 3.6]. 

5. LA DIMENSION FINIE 

Dans cette partie on suppose E de dimension finie. Soient x et e dans 
S. II existe d'uniques nombres complexes ui, . . . , Uk, de module 1 et tons 
distincts, et un unique systeme complet d'idempotents orthogonaux 
Ci, . . . , Cfc de I'algebre de Jordan A{e) tels que (cf. |FK94l Proposition 
X.2.3 et Theorem III.l.l]) 

X = MiCi + ■ ■ ■ + MjfcCfc. 

L'indice de transversalite est simplement 

fi{x,e,9) = ^{x,e^^e) = rang(cj). 

j tq Uj=e^^ 

Exemple 5.1. On calcule l'indice de Maslov dans le cas du cercle pour 
les chemins suivants : 

(i) x{t) = e'^'^e, ouipe [0,7t[. 
On choisit ip < e < n et alors 

fi{x{t), e^'^e) = pour t G [0, 1] 

et done 

Mas{x{t),e) = /"(e^'^e, e*^e) - ^ /i(e,e*^e) = 1-1 = 
o<e<£ o<6»<£ 

(ii) x{t) = e'^^'^+^h, ou ij g]0, 27r[ et < ^ < 27r - 
On choisit < £ < min{?/', 2ti — {ip + ip)} et alors 

/i(x(t), e^'^e) = pour t e [0, 1] 

et done 

Mas{x{t),e) = ^ /x(e*(^+^)e, e'^e) - ^ /i(e^'^e, e'^e) =0-0 = 

0<e<£ 0<6»<e 
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(iii) x{t) = e-'^'^e, ou G [0,7r[. 
On choisit ip < e < n et alors 

fi{x{t), e^'^e) = pour t G [0, 1] 

et done 

Mas{x{t),e) = /"(e'^'e, e^^e) - ^ /i(e,e*^e) = - 1 = -1. 

0<6l<e 0<6»<e 

On pent alors eonstruire un indiee pour les eouples de points dans 
le revetement universel S de S (dont une construction se trouve dans 
|CK07j ). Si a et r out pour projections respectives cr et r alors on 
pose Mas(a,T, e) = Mas{x{t), e) ou x est n'importe quel chemin d'ex- 
tremites a et r dont le relevement d'origine a se termine en r. On 
note m(a, r) I'indice de Souriau generalis^ construit dans |CK07| et 
'^(c'"!, (^2, CTs) I'indice triple de |Cle04| . 

On suppose desormais que E est simple, autrement dit que A{e) est 
simple (ie. ne contient pas d'ideal non trivial). Alors la composante 
connexe K^^^ du groupe des automorphismes de A{e) agit de maniere 
transitive sur I'ensembles des reperes de Jordan de A{e) (systemes com- 
plets d'idempotents primitifs, cf. |FK94| ). 

Theoreme 5.2. Soient a etr dans S, de projections respectives a et 
T, et soit e dans S. Alors 

(E) Mas{a, r, e) = ^{m{cx, r) + i(e, r, a) + /i(r, e) - fi{a, e)). 

Demonstration. Soient 

a = {a = J2 Cj,rip) et r = (r = ^ e^"^^' dj , rcj)) 

deux points de S, (cj) et {dj) etant deux reperes de Jordan de A{e). 
Posons t' = (r' = ^ e*'^^ Cj , r0) . II existe k G K^^^ tel que kdj = Cj, 
j = 1 . . . r, et soit t i-h> fc^ un chemin dans K^'^'> tel que ko = id et ki = k. 
Alors t (— > ^tdj,r(f)) est un chemin dans S et on note t x{t) 

sa projection. Alors Mas{{x{t)},e) est nul car fi{x(t),e) est constant. 
Soit e un point de S au dessus de e. Alors d'apres la formule de Leray 
(cf. pOlTl 

m(r, r') + t(e, r' , r) + fi^r', e) — /i(r, e) = m(e, r') — m(e, r). 

Comme le second membre de (JE]) est aussi additif pour la concatena- 
tion des chemins, il suffit de demontrer ((El) en remplagant r par r'. 
Supposons que ipj G [0,27r[ et que np = "^fj, ce qui est possible sans 
perte de generalite. On considere le chemin 



^Dans le cas de la Lagrangienne, cet indice est en fait le double de I'indice de 
Souriau. 
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Son releve d'origine a se termine en (e, 0), et son indice de Maslov est 
nul puisqu'il se decompose en une succession de chemins unidimension- 
nels d'indices de Maslov nuls. D'autre part, si on pose / = | ipj = 
[27r]} alors 

m(a, (e, 0)) + t(e, e, a) + /x(e, e) — e) = — (r — /) + + r — Z = 0, 

et done il reste a montrer que le formule est vrai si a = (e, 0). Supposons 
que G [0, 2tt[ et que r0 = ^ (pj + 2k7i. L'indice de Maslov du chemin 

t ^ 

est nul, et si / = #{j | 0j = [27r]} alors 

m((e, 0), (r, + t(e, r, e) +;u(r, e) -/u(e, e) = r-/ + + /- r = 0. 

Considerons enfin le chemin 

r 

i=2 

dont le releve d'origine (r, ^ 0^) se termine en r. Son indice de Maslov 
vaut fc, tout comme le membre de droite de ([E]). □ 

Remarque 5.3. En faisant a = r dans I'equation (lE| on voit que 
l'indice d'un lacet ne depend pas du point par rapport auquel on le 
calcule. 

Remarque 5.4. En faisant cr = e, on obtient 

Mas(a, r, a) = ^{m(a, r) + /i(r, cr) - r) 

et done on pent retrouver l'indice de Souriau, puis l'indice triple par la 
formule de Leray, grace a ce nouvel indice. 

Un indice triple a ete construit en dimension infinie par Neeb et 
0rsted (cf. |N0O6| ), mais il est a valeur dans le groupe fondamental du 
groupe structural de E. 

Probleme 5.5. Associer une quantite numerique a cet indice, et pou- 
voir retrouver cet indice triple numerique grace a l'indice pour les che- 
mins. 
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